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Por favor, leia as instrugoes antes de iniciar a prova:
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O tempo disponivel para a prova é de 5 horas. A prova tem 3 questoes.
Utilizar apenas caneta.
Utilize apenas o lado da frente das folhas de papel fornecidas para resposta.

Iniciar cada questao numa folha de resposta em branco, colocando seu nome,
o numero da questdao e o nimero da folha correspondente. Inicie uma nova
numeracao para cada questao.

Se houver resultados numeéricos, estes devem ser escritos com o numero de
algarismos significativos apropriado, conforme indicado no problema. Nao
se esqueca de indicar as unidades.

Escrever nas folhas de resposta tudo o que considerar relevante para a re-
solugao da questao. Utilize o minimo de texto possivel, devendo exprimir-se,
sobretudo com equacoes, nimeros, figuras e graficos.

Nas folhas de rascunho e nas folhas que vocé nao quiser levar em consideracao
na correcao, faca um grande X na sua face.

. Ao final da prova, organize todas as folhas de resposta de cada problema na

seguinte ordem:

e Folhas de resolugao utilizadas em ordem,;
e As folhas que vocé nao quer utilizar e marcadas com um X;

e Caderno de questoes.
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1 Precessao de Thomas e Interacao Spin-()rbita

A Precessao de Thomas é um efeito cinematico descoberto por Llewelyn Tho-
mas em 1926. E um efeito muito sutil que possui grande importancia em Fisica
Atomica em conexao com a interacgao spin-orbita. Sem incluir a Precessao de Tho-
mas, a taxa de precessao de um spin de um elétron num atomo estd incorreta por
um fator 2.

Este efeito estd relacionado com o fato de que duas transformacoes de Lorentz
sucessivas em diferentes diregcoes sao equivalentes a uma trasnformacao de Lorentz
mais uma rotacao tridimensional. Esta rotagao no sistema de referéncia em repouso
do elétron é o efeito cinematico que causa a Precessao de Thomas.

Neste problema sera obtida a taxa de precessao do sistema de referéncia do
elétron e serd mostrado como a mesma inclui um fator 2 na expressao correta da
interagao spin-orbita.

Parte A - Precessao de Thomas

A Fig. 1 abaixo representa trés sistemas de referéncia S, S’ e S”. Nela estao
indicadas as velocidades de S’ com relacao a S, que é igual a v na direcao z, e de
S" com relacao a S’, que é v’ na direcao y’. Considere, por simplicidade, que no
instante inicial ¢ = 0 as origens dos trés sistemas coincidem.

Figura 1: Movimento Relativo entre trés referenciais inerciais

(a) Escreva as transformagoes de Lorentz que relacionam as coordenadas de S
com as de S’, e as de S” com as de S’. Com estas expressoes, escreva a trans-
formacao de Lorentz que relaciona as coordenadas de S com as de S”. Use: (1,0
ponto)

y=1NT=02)2, o =1/\/1-v?/e (1)

(b) Determine o angulo 6, indicado na Fig. 1, medido no referencial S e o
angulo 6" medido em S” (observe que este é o angulo formado entre o raio vetor
que liga a origem dos dois referenciais e o eixo x). Qual a diferenca entre estes
angulos e aqueles calculados utilizando as transformacoes Galileanas. (1,5 pontos)
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Considere agora uma particula se movendo numa trajetoria curva, como mostra
a Fig. 2. Num certo instante de tempo, a particula esta na origem O do sistema
S, que tem o eixo x paralelo a trajetoria e o eixo y apontado para o centro de
curvatura. Em ¢ = 0, o sistema S’ estd se movendo na direcao x com velocidade
v. Num instantantaneo logo depois, o sistema S” esta se movendo perpendicular
a o', na direcdo y com velocidade v' = dv.
Centro

de
Curvatura

Sentido
de
Movimento

Particula/

Figura 2: Movimento de uma particula numa trajetoria curva

(c) Identifique os referenciais S, S’ e S” na Fig. 2 e mostre que o angulo ¢
mostrado na figura é dado por

/

tan ¢ = % (2)

Escreva 60 = 0" — 0, e as velocidades v, e dv dos referenciais S" e S”, respecti-
vamente, como fung¢ao do angulo ¢. (1,0 ponto)

(d) Considerando o deslocamento da particula num pequeno intervalo de tempo
0t, determine a expressao para a velocidade angular de rotagao de Thomas wy =
d6/dt como fungao da velocidade v da particula, da aceleragdo a da mesma nessa
trajetoria aproximadamente circular, e da velocidade da luz ¢. Em que sentido
¢ (horério ou anti-horario) essa velocidade angular? Use a ultima resposta para
escrever a expressao vetorial de wy. (1,5 pontos)

Parte B - Interacao Spin—()rbita

A estrutura fina de dtomos hidrogendides (e.g. Sédio e Potdssio) estd ligada
diretamente a interagao entre o momento angular L do elétron de valéncia e seu
spin S A interagao spin-orbita é responsavel por um termo proporcional a L-S
na energia do elétron.

(e) Dada uma particula com momento magnético ji imersa num campo magnético
aproximadamente constante g, determine a energia potencial de interagao da
particula com o campo magnético. (1,0 ponto)

O spin do elétron estd relacionado com seu momento magnético através da
relacao

i=gS, g= (3)



B . , . . ;.
SOGIEDADE BRASILEIRA DE FISICA Olimpiadas Internacionais de Fisica 2012

onde g é chamada de razao giromagnética, m. é a massa do elétron, e sua carga e
¢ a velocidade da luz.

(f) Para determinar a energia de interagao spin-6rbita Urg, podemos consi-
derar que o elétron, cuja velocidade em torno do nucleo é v, < ¢, esta em re-
pouso enquanto o ntcleo gira ao seu redor. Neste caso o elétron sente um campo
magnético efetivo ée 7 gerado pelo nicleo. Expresse esse campo magnético efetivo
como funcao de v,, de ¢ e do campo elétrico E sentido pelo elétron devido ao nicleo
carregado. (Dica: Por simplicidade, obtenha a expressao levando em consideracao
o dtomo de hidrogénio). (1,0 ponto)

(g) Considerando que o elétron gira em torno do nicleo a uma distancia r,
determine a expressao para a energia do acoplamento spin-érbita Upg como fungao
do momento angular L do elétron, do seu spin S , da energia potencial de interagao
V (r) entre o elétron e o nicleo e de constantes fundamentais. (2,0 pontos)

O resultado obtido no item anterior estd em discrepancia com valores experi-
mentais por um fator 2. A explicacao para esse fato reside na precessao do spin
do elétron, precessao de Thomas. Devido a precessao de Thomas, a energia de
interacao spin-érbita é dada por

Ulg=Ups—S -3 (4)

(h) Com ajuda da expressao anterior, reescreva o termo adicional como fungao
de Urs e explique o fator 2 que concorda com os resultados experimentais. (1,0
ponto)
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2 Precessao dos Equindcios (10 pontos)

O fenomeno da precessao dos equindcios esta associado a uma lenta precessao
da Terra, que se comporta como um giroscopio sob os torques devidos a atracao
)
gravitacional do Sol e da Lua.

Pélo Celeste

Solsticio

Equador
Celeste - --- -=1

Equinécio
de
Orbita do Sol Primavera
(a ecliptica)

Solsticio
de
Inverno

Figura 3: Movimento da Ecliptica em torno da Esfera Celeste.

Desde a antiguidade, os astronomos observaram que a esfera celeste de estrelas
“fixas” parecia estar girando de oeste para leste com relacao a uma linha de re-
feréncia definida pela intersecao do equador celeste com a ecliptica, como mostra
a Fig. 3.

Eixo de Precesséo

Pélo Celeste

Ecliptica

Equador
Celeste

Figura 4: Precessao do Eixo Terrestre.

O astronomo grego Hiparco, foi quem primeiro fez a observacao da precessao
dos equinécios e obteve uma taxa de precessao de 36” de arco por ano (36 segundos
de arco por ano). Ele acreditava que se tratava somente de um fato empirico.
Medidas mais cuidadosas feitas por Copérnico concluiram que a taxa média de
precessao é de 52" por ano, e que o eixo da Terra, embora mantenha praticmente
sempre a mesma inclinacao com o plano de sua 6rbita em torno do Sol, forma um
cone (Fig. 4) com relagdo a normal a este plano.

(a) Determine o periodo (em anos) de uma rotacao completa da Terra em torno
do eixo de precessao obtido por Copérnico. (0,5 pontos)
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O angulo de inclinacao entre o eixo de precessao e o eixo da Terra é cerca de
= 23,5°. Este angulo é mostrado na Fig. 5 que representa um modelo grosseiro
(que sera utilizado neste problema) para explicar a precessao dos equinécios.

i Tmle
F A 0
AM, ) R, AM,
® (@)
_______________________________ N
<t r. 7 \: B F

Figura 5: Modelo Grosseiro para determinar o periodo de precessao dos equinécios

da Terra.

O modelo consiste em considerar que o plano equatorial da Terra, que tem uma
barriga onde AR/R ~ 1/300, ndo esta orientado simetricamente, como ¢ mostrado
na Fig. 5. O periodo de precessao, como foi determinado no item (a), é muito
maior que o periodo de rotacao da Lua em torno da Terra, e da Terra em torno do
Sol. Neste caso, pode-se considerar que tanto o Sol como a Lua estao distribuidos
em anéis ao redor da Terra, aquele representando a Lua esta mostrado na Fig. 5
pelos pontos P e ().

(b) Considerando que um elemento de massa da Terra AMp préximo ao ponto
A estd submetido a atragao gravitacional de dois elementos de massa iguais da
Lua AMj nos pontos P e (). Determine forga resultante F sobre o mesmo. O
raio da 6rbita da Lua é r;, e o raio da Terra é Ry. (1,5 pontos)

(c) Faca uma estimativa das massas AMp e AM como fungao das massas da
Terra My e da Lua My, respectivamente. Faca as aproximacoes necessarias para
que os valores obtidos concordem com o modelo do item (b), de duas massas AM,
em posicoes diametralmente opostas com relagao a Terra. Indique claramente as
fontes de suas aproximagoes. (3,0 pontos)

(d) Inclua agora a contribuigao do Sol, de massa Mg e raio da érbita rg. Escreva
a expressao da forca total F' que produz torque sobre a Terra. (1,0 pontos)

(e) Determine o momento de inércia da Terra, num eixo que passa pelo seu
centro, na aproximagao de que ela é uma esfera perfeita. (1,0 pontos)

(f) Escreva a equagao que relaciona o torque produzido pela for¢ca F' com a
velocidade angular de precessao €2 do eixo da Terra. Escreva sua resposta como
funcao de Rr, F, 0, My e da velocidade angular w da Terra em torno de seu
préprio eixo. (2,0 pontos)

(g) Utilizando My = 7.10%%kg, Mg = 2.103%g, r; = 3,9.10%m, rg = 1,5.10'm
como dados para o problema e sabendo que a constante da gravitacao universal
vale G = 6,67.107''kg.m/s?, determine o valor da velocidade de precessao da
Terra. O resultado estd de acordo com os experimentais. Indique algumas possiveis
melhorias para o modelo utilizado. (1,0 pontos)
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3 Oscilador Harmonico Quantico e Niveis de Lan-

dau (10 pontos)

A quantizacio de Landau é um fendomeno peculiar que ocorre em mecanicia
quantica. Ele estd relacionado a quantizacao das érbitas de ciclotron de particulas
carregadas imersas num meio onde existe um campo magnético. Sendo assim, a
energia das particulas carregadas (e.g. elétrons) sdo quantizadas em multiplos da
constante de planck h.

Parte A - Oscilador Harmonico Quantico

Antes de partir para o oscilador harmoénico quantico, considere um oscilador
harmonico classico da seguine maneira: uma massa m presa a uma mola ideal de
constante elastica k. Faca o que se pede:

(a) Escreva as equagoes da posigao () e velocidade (v) da massa m como fungao
da amplitude A do movimento e da frequéncia angular de vibragdo w = /k/m.
(1,0 ponto)

(b) Sabendo que a probabilidade total de encontrar a particula na regido —A <
x < +A é 1, determine a probabilidade P(x)dx de encontrar a particula entre z
e r + dr. Faca um esbogo do grafico da densidade de probabilidade P(x). Se
necessario utilize: (1,0 ponto)

d 1
—arcsen(r) = —— )
) = )
Em mecanica quantica as particulas sao descritas por sua fun¢ao de onda W(x, t)
e pela densidade de probabilidade de encontra-la entre x e x + dz, que é dada por
|U(x,t)|?, como foi interpretado por Born. Neste caso, a equacao que descreve a

evolucao da particula (andloga a 2% Lei de Newton) é a equacao de Schrodinger

R? d*0(x,t) oV (x,t)
—— 2 4+ V(2)¥(2,t) = ih————= 6
e V@) ) = i (©
Essa equacao conduz a quantizacao da energia da particula, que no caso do
potencial estdatico do oscilador harménico V(z) = %ka, a energia é dada pela

expressao

E, = hw (n + %) (7)
em que n é um numero quantico introduzido para explicitar qual a funcao de onda
U, (z) da particula.

A Figura 6 ilustra a densidade de probabilidade de encontrar a particula no
caso n = 0. A regiao escura representa a parte abaixo da curva do potencial V' (z).

(c) Explique a razao das semelhancas (diferengas) entre o seu resultado obtido
no item (b) e o dado na figura 6. O que se espera que aconteca com a densidade de
probabilidade associada a particula quantica (num oscilador harmonico) a medida
que sua energia cresce? (1,0 ponto)
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Figura 6: Densidade de Probabilidadade associada ao nivel n = 0 de um oscilador

harmonico quantico

Parte B - Quantizagao de Landau

Considere um fina folha de largura L, e comprimento L, de um material onde
particulas quanticas de massa m e carga g estao praticamente livres para se mo-
vimentar, mas confinadas sobre a folha (i.e. ndo escapam da mesma). E aplicado
um campo magnético B na direcao perpendicular a folha.

E possivel mostrar que uma quantidade invariante no tempo para essa particula
é

21 B\’
H:p—z—l——(py—q?x) (8)

2m  2m

(d) Quais os possiveis valores que p, pode assumir? (2,0 pontos)

(e) Mostre que o sistema se comporta como um oscilador harmoénico quantico
que oscila em torno de uma posicao xy. Qual a freqiiéncia angular w;, neste caso?
Determine x, como funcao de p, e w. (1,0 ponto)

(f) Quais os nimeros quanticos que descrevem o sistema neste caso? Determine
os niveis de energia do sistema sabendo que os mesmos nao dependem de p,. (1,0
ponto)

(g) Para que temperaturas T e campos magnéticos B se espera observar esse
tipo de fendmeno, i.e. para T/B > 1 ou T/B < 17 Justifique sua resposta. (1,0
ponto)

(h) Para particulas com carga g = e, determine o maior (e/ou menor) valor de
py L, em funcao do fluxo total do campo magnético sobre o sistema, do quanta de
fluxo magnético &g = hc/e e de constantes fundamentais. (1,0 ponto)

(i) No caso semicléssico, i.e. quando a energia da particula é muito maior do
que a energia do estado fundamental, a energia cinética média é igual a energia
potencial média. Mostre, neste caso, que a area na qual uma particula gira é
quantizada, i.e. s6 hé érbitas cujas areas aumentam sempre da mesma quantidade
AA. Determine também AA. (1,0 ponto)



